
Poèetní èást 2 - 3.6.2021

3. Uva¾te funkci

f(x, y) =

{
x2y log(x2 + y2), (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

(a) doka¾te, ¾e f je spojitá na R2,

(b) najdìte její nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu na mno¾inì

M = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ e}

(10 bodù).

4. Uva¾ujte funkci z(x, y) zadanou implicitnì vztahem

(ez + z3 + z)(1 + x2y2 + exy
3

) = (2 + e)2.

Ovìøte, ¾e na okolí bodu (1, 1) existuje takto zadaná funkce s funkèní
hodnotou z(1, 1) = 1. Spoèítejte totální diferenciál této funkce v bodì
(1, 1) (8 bodù).
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Øe¹ení

3. Funkce je zjevnì spojitá na ve v¹ech bodech R2 \ (0, 0), dále si staèí
uvìdomit, ¾e

lim
(x,y)→(0,0)

x2y ln(x2 + y2) = lim
r→0

r3 cos2 ϕ sinϕ ln r2 = 0

ze ¹kálovací limity a vìtièky "0 · omezená". Funkce je tedy spojitá
i v bodì (0, 0). Mno¾ina M je zjevnì omezená (podmno¾ina koule o
polomìru

√
e) a uzavøená (zadaná neostrými nerovnostmi) a proto má

f globální extrámy vzhledem k M .

Nejprve budeme hledat lokální extrémy uvnitø mno¾iny M :

∂f

∂x
= 2xy ln(x2 + y2) +

2x3y

x2 + y2
= 2xy

(
ln(x2 + y2) +

x2

x2 + y2

)
∂f

∂y
= x2 ln(x2 + y2) +

2x2y2

x2 + y2
= x2

(
ln(x2 + y2) +

2y2

x2 + y2

)
Zajímají nás jen stacionární body uvnitø prvního kvadrantu (na osách
je zøejmì funkce rovná nule), to vede na rovnici x2 = 2y2 a odtud

ln(3y2) = −2

3
⇒ y =

√
1

3e
2
3

, x =

√
2

3e
2
3

.

Vidíme, ¾e x2 + y2 = e−
2
3 < e a stacionární bod le¾í uvnitø mno¾iny

M . K tomu, abychom usoudili, ¾e v nalezeném stacionárním bodì

A = (
√

2

3e
2
3
,
√

1

3e
2
3
) je lokální minimum, nám staèí úvaha a nemusíme

ani poèítat druhé derivace, funkce f je nulová na hranici ètvrtkruhu o
polomìru jedna, záporná uvnitø, spojitá, musí nabývat svého minima,
co¾ musí být v jediném stacionárním bodì, který jsme nalezli. Hodnota
tohoto minima je

− 4

9
√
3e

.

Bod, ve kterém funkce f nabývá svého maxima na mno¾inì M , musí
le¾et na hraniciM . Proto¾e na osách je funkce nulová, maximum, pokud
bude kladné, se bude nabývat na køivce x2 + y2 = e. Mohli bychom
pou¾ít vázané extrémy, ale jednodu¹¹í bude si uvìdomit, ¾e na této
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køivce staèí vy¹etøit funkci g(y) = f(
√
e− y2, y). Dostáváme g(y) =

(e− y2)y a zajímají nás hodnoty y ∈ (0, e). Lehce

g′(y) = (e− y2)− 2y2 = e− 3y2,

Stacionární bod a zároveò tedy bod maxima funkce g je y =
√

e
3
,

tomu odpovídá x =
√

2e
3
. V bodì B = (

√
2e
3
,
√

e
3
) nabývá funkce f na

mno¾inì M svého maxima. Hodnota tohoto maxima je

2e
3
2

3
√
3

4. Pro dal¹í potøeby zavedeme funkci

F (x, y, z) = (ez + z3 + z)(1 + x2y2 + exy
3

)− (2 + e)2.

Abychom ovìøili, ¾e v bodì (1, 1, 1) vztah F (x, y, z) = 0 lokálnì urèuje
funkci z(x, y), spoèítáme

∂F

∂z
= (ez + 3z2 + 1)(1 + x2y2 + exy

3

).

Lehce vidíme, ¾e ∂F
∂z

> 0 platí v¹ude, ∂F
∂z
(1, 1, 1) = (4 + e)(2 + e),

ze spojitosti derivace usoudíme, ¾e z 7→ F (x, y, z) je na okolí (1, 1, 1)
monotónní, a proto mù¾eme pou¾ívat vìtu o implicitní funkci.

Proto¾e F je hladká funkce, tak také z(x, y) bude hladká, k urèení to-
tálního diferenciálu tak potøebujeme spoèítat parciální derivace funkce
z. Zderivováním vztahu F (x, y, z(x, y)) = 0 podle x dostáváme

(ez
∂z

∂x
+3z2

∂z

∂x
+

∂z

∂x
)(1+x2y2+exy

3

)+(ez + z3+ z)(2xy2+y3exy
3

) = 0

a odtud
∂z

∂x
= − (ez + z3 + z)(2xy2 + y3exy

3
)

(ez + 3z2 + 1)(1 + x2y2 + exy3)
.

∂z

∂x
(1, 1) = −(2 + e)(2 + e)

(4 + e)(2 + e)
= −2 + e

4 + e

Podobnì zjistíme také derivaci podle y:

∂z

∂y
= − (ez + z3 + z)(2x2y + 3xy2exy

3
)

(ez + 3z2 + 1)(1 + x2y2 + exy3)
.
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∂z

∂y
(1, 1) = −(2 + e)(2 + 3e)

(4 + e)(2 + e)
= −2 + 3e

4 + e
.

Totální diferenciál funkce z(x, y) v bodì (1, 1) je tak dán

dz(1, 1)(h) = − 1

4 + e
((2 + e)h1 + (2 + 3e)h2) .
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