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3. Uvazte funkci

w?ylog(z® +y°),  (x,y) # (0,0)

f(x,y) - {07 (x,y) = (070)'

(a) dokazte, ze f je spojitd na R?
(b) najdéte jeji nejvétsi a nejmensi hodnotu na mnoziné
M={(r,y) eR*:2 >0,y >0,2° +1* <e}
(10 bodi).
4. Uvazujte funkci z(x,y) zadanou implicitné vztahem

(& + 2%+ 2)(1+ 2% + ™) = (24 )%

Ovéite, ze na okoli bodu (1, 1) existuje takto zadand funkce s funkéni
hodnotou z(1,1) = 1. Spocitejte totalni diferencial této funkce v bodé

(1,1) (8 bodi).



Reseni

3. Funkce je zjevné spojitd na ve vsech bodech R?\ (0,0), dale si stad
uvédomit, ze
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lim 2%yln(2? +9°) = hr%r cos? psinplnr? =0
rT—

(z,)—(0,0)
ze Skalovaci limity a véticky 70 - omezend”. Funkce je tedy spojita
i v bodé (0,0). Mnozina M je zjevné omezend (podmnozina koule o
poloméru /e) a uzaviend (zadana neostrymi nerovnostmi) a proto ma
f globélni extramy vzhledem k M.

Nejprve budeme hledat lokdlni extrémy uvnitt mnoziny M:

of 223y x?
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oy " In(z +y>+x2+y2 v (I +y)+x2+y2

Zajimaji nas jen stacionarni body uvniti prvniho kvadrantu (na oséch
je ziejmé funkce rovna nule), to vede na rovnici 2 = 2y* a odtud

2 1 2
In(3y%) = —= = =4/ =1\ =
n(y) 3 Y 3es ’ 3es
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Vidime, 7e 22 + y? = e”3 < e a stacionarni bod lezi uvniti mnoZiny
M. K tomu, abychom usoudili, Zze v nalezeném staciondrnim bodé
A= \/?)QI%, \/?’GI%) je lokdlni minimum, ndm stac¢i vaha a nemusime
ani poc¢itat druhé derivace, funkce f je nulova na hranici ¢tvrtkruhu o
poloméru jedna, zaporna uvnitt, spojita, musi nabyvat svého minima,
coz musi byt v jediném stacionarnim bodé, ktery jsme nalezli. Hodnota
tohoto minima je
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Bod, ve kterém funkce f nabyva svého maxima na mnoziné M, musi
lezet na hranici M. Protoze na osach je funkce nulova, maximum, pokud
bude kladné, se bude nabyvat na kiivce 22 + y?> = e. Mohli bychom
pouzit vazané extrémy, ale jednodussi bude si uvédomit, ze na této




kiivee stac¢i vySetfit funkei g(y) = f(yv/e — y%,y). Dostavame g(y) =
(e — y?)y a zajimaji nds hodnoty y € (0,e). Lehce

J(y) =(e—y*) —2y° = e — 3y,

Stacionarni bod a zaroven tedy bod maxima funkce g je y = \/g,
tomu odpovida x = ,/26 V bodé B = (/% %>/ 5) nabyvé funkce f na

mnoziné M svého maxima. Hodnota tohoto maxima je
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. Pro dalsi potteby zavedeme funkci

Flz,y,2) = (" + 2% + 2)(1 + 2% + ™) — (2 + ¢)%.

Abychom ovéfili, Ze v bodé (1,1, 1) vztah F(z,y, z) = 0 lokdlné urcuje
funkei z(z, y), spocitame

OF
5 = (" + 322 + 1)(1 + 2%* + ™).
z
Lehce vidime, ze 25 > 0 plati vsude, 25(1,1,1) = (4 + ¢)(2 + e),

ze spojitosti derivace usoudime, ze z — F(z,vy,2) je na okoli (1,1,1)
monotdénni, a proto mizeme pouzivat vétu o implicitni funkci.

Protoze F' je hladka funkce, tak také z(x,y) bude hladka, k urceni to-
talniho diferencidlu tak potfebujeme spocitat parcidlni derivace funkce
z. Zderivovanim vztahu F(z,y, z(x,y)) = 0 podle  dostavame

0z 0z

0z 3
(% - +32 2%+8 Y1+ 22y + ™) + (e + 2° +2) (22y° + ™) = 0

a odtud
0z (e* + 23 + 2)(2zy* + yie oy’ )
%__(62—1—3,22 1)(1 4 22y2 + e™¥?)’
%(1 1) = 2+e)(2+ ):_Q—I-e
dx C(4+e)(2+e) 4+e

Podobné zjistime také derivaci podle y:

0z (e + 2%+ 2)(22% + 3wy2e™)
Oy (er +322+ 1)(1 + 22y2 + e=’)’
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0z (24+e)(2+3e)  2+3e

a1y =— _— .
83/(’ ) (4+e)2+e) 4+e
Totalni diferencial funkce z(x,y) v bodé (1,1) je tak dan

d=(1,1)(h) = —4%6 (24 )by + (2 + 3e)ha) -



